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Definicao 4.1. Em logica proposicional dizemos que uma formula B € consequéncia logica
de uma formula A, se toda valoragcao I que satisfaz A também satisfaz B. A consequéncia

logica € representada por AF B. Podemos também dizer que A implica logicamente B.
Tabelas-verdade podem ser usadas para verificar a consequéncia légica.

Definicao 4.2. Para verificar se AE B € verdadeira, podemos sequir 0s passos:

1. Construimos uma tabela-verdade que contenha em suas colunas a unido das
subformulas de A e B.

2. Verificamos para toda linha da tabela em que I1(A) =1, se I(B) = 1. Caso para alguma

linha I1(A) =1 e I(B) =0, a consequéncia ldgica ndo € verificada.

Exemplo 4.1

Verifique sepV q —rEp—r.

linha |p|q |7 |pVgq|p—r|pVg—T
1 07010 0 1 1
2 0]0|1 0 1 1
3 07110 1 1 0
4 0]1]1 1 1 1
) 11010 1 0 0
6 1101 1 1 1
7 11170 1 0 0
8 1111 1 1 1

Analisamos as duas iltimas colunas, que correspondem as formulas da questao. As
valoragées que satisfazem a formula p vV q — r (iltima coluna) sao as das linhas 1, 2, 4,

6 e 8. A Definicao 4.1 enuncia que toda valoracao de pV q — r que a torna verdadeira

também deve tornar p — r verdadeira, ou seja, as valoracoes das linhas 1, 2, 4, 6 ¢ 8
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também devem tornar p — r verdadeira. E esse é justamente o caso. Portanto, p — r é

uma consequéncia légica de pV q — r.

Exemplo 4.2

Verifique se p ANq —rFEp—r.

linha |p|q|7r | pAg|p—1r|pAqg—T
1 0[0]0 0 1 1
2 0/0]1 0 1 1
3 0[1]0 0 1 1
4 0111 0 1 1
5 11010 0 0 1
6 1101 0 1 1
7 11110 1 0 0
8 111]1 1 1 1

Temos que as linhas 1, 2, 3, 4, 5, 6 e 8 satistazem a formula p/A\q — r. Aslinhas 1, 2, 3, 4,
6 e 8 satisfazem a férmula p — r. No entanto, a linha 5 falsifica p — r, nao respeitando a

definicao de consequéncia Iégica. Portanto, p — r nao é consequéncia logica de pAq — 7.

Um conjunto de férmulas I' = {A;, As, ..., A, } pode implicar logicamente uma férmula

A. Tal conjunto de féormulas I' é chamado de teoria.

Definicao 4.3. Uma formula A é consequéncia logica de uma teoria I', I' E A, se toda

valoragao I que satisfaz todas as formulas de I' também satisfaz A.

Definicao 4.4. Para verificar se I' E A € verdadeira, podemos sequir 0s passos:

1. Construimos uma tabela-verdade que contenha em suas colunas a uniao das

subformulas de ' = {A1, Ay, ..., Ap} e de A.

2. Verificamos para toda linha da tabela em que I(A;) = [(As) = ... = I(4,) = 1, se

I(A) = 1. Caso seja verdade, temos uma consequéncia légica.

Exemplo 4.3

Seja I' = {p — q, p}, verifique se q é consequéncia légica de T'.

Queremos saber se p — q,p F q. Construimos a tabela-verdade.



Aula 4: Consequéncia Ldogica e Equivaléncia Logica 3

linha |p|q|p—q
1 00 1
2 01 1
3 110 0
4 1]1 1

A tnica valoracao que torna todas as férmulas da teoria I' verdadeira é a da linha 4. A

formula A também é verdadeira para esta valoracao. Portanto, ¢ é uma consequéncia

I6gica das formulas T' = {p — q, p}.

Teorema 4.1 (Teorema da Deducdo). Sejam I' um conjunto de férmulas e A e B férmulas.
Entao,
I'AE B seesomentese 'FA— B.

Demonstragao. Assuma a hipdtese I'; A F B. Queremos provar que I' F A — B. Pela
definicao de consequéncia légica, temos que analisar qual a interpretacao de A — B quando
I(T') = 1. Suponha inicialmente que I(A) = 1. Pela hipétese, I(B) = 1 e, portanto,
I(A — B) = 1. Agora suponha [(A) = 0. Nesse caso, independentemente da valoragao de
B, a definigao da implicacao diz que I(A — B) = 1. Como essas sao todas as possibilidades
de valoracao, concluimos que I' E A — B.

Assuma agora a hipétese I' F A — B. Queremos provar que I'yA F B. Precisamos
analisar as possibilidades de valoracao para B quando I(I') = 1e I(A) = 1. Se I(B) = 1,
trivialmente temos a consequéncia logica. Vamos assumir entdo I(B) = 0. Como temos
I(A) =1, entdao I(A — B) = 0, pela defini¢ao da implicagao. No entanto, a hip6tese afirma
que I(A — B) = 1. Isso é uma contradigao. Logo I(B) tem que ser 1. Com isso concluimos
que ' AE B. O

Definigao 4.5. Duas formulas A e B sdo logicamente equivalentes, A = B, se
AEB e BF A

Note que a Defini¢ao 4.5 diz que, dada uma valoragdo qualquer, entdo I(A) = I(B).

Definicao 4.6. Para verificar se I' = B € verdadeira, podemos sequir oS passos:

1. Construimos wuma tabela-verdade que contenha em suas colunas a unido das
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subformulas de A e de B.

2. Verificamos para toda linha da tabela se I(A) = I(B).

Exemplo 4.4

Verifique se p — q¢ = —q — —p.

linha |p|q|—-p|—~q|p—>q|q—p
1 [ojo| 1|1 1 1
2 |ofl1]11]0 1 1
3 [1]0] 0|1 0 0
4 111|010 1 1

A tabela mostra que sempre que I1(A) = 1, I(B) = 1. Também, sempre que I(A) = 0,

I(B) = 0. Temos uma equivaléncia logica.

Exemplo 4.5

Algumas equivaléncias légicas sao bastante importantes. Entre as principais, podemos

listar:
o ——A = A (eliminagao da dupla negac¢ao)
e A— B=-AV B (definigao de — em termos de V e —)
e ~(AV B)=-ANA-B (lei de De Morgan)
e -(ANB)=-AV =B (lei de De Morgan)
e AN(BVC)=(AANB)V(AACQC) (distributividade de A sobre V)

e AV(BANC)=(AV B)A(AVC) (distributividade de V sobre N).

Suponha que escolhamos qualquer um dos conectivos {A,V,—} mais o conectivo —.
Por exemplo, escolhemos V entre os trés primeiros. Na légica proposicional sempre podemos
escrever os conectivos A e — usando apenas V e =. Em outras, palavras existem equivaléncias
que redefinem os operadores A e — usando apenas V e =. Podemos, de fato, escolher qualquer

um dos conectivos {A, V, —} e, juntamente com o conectivo -, encontrar equivaléncias para
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os outros dois conectivos.

Exemplo 4.6

Vamos redefinir V e — em funcao de A e —.
As equivaléncias do Exemplo 4.5 sao bastante titeis quando queremos realizar esse tipo de
redefinicao. Vamos redefinir V. Usamos a equivaléncia de eliminacao da dupla negacao

para, contrariamente, incluir a dupla negacao. Isso é possivel ja que sao equivaléncias.
AV B=--(AV B)
Agora, usando a lei de De Morgan, temos
—-—=(AV B) = -(-AA-B).

Para redefinir a implicagao, inicialmente podemos usar a equivaléncia de — usando V e

A— B=-AVB.
Em seguida, incluimos a dupla negacao
AV B =-=(-AV B).
Por fim, usamos a lei de De Morgan

—~(=AV B) = =(A A -B).

Exercicio 4.1. Usando tabelas-verdade, prove ou refute as consequéncias logicas a sequir:
a) ~pEp

b) mq— pEp—q

¢) 7p——qgFp—rg

d)p—qbp—qVr
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e) p—qbp—qgAr

f) ~(pVa)F-pV—q

9) ~(pVa)E-pA—g

Exercicio 4.2. Usando tabelas-verdade, prove ou refute as equivaléncias logicas a sequir:
a) ~p=p

b)p—q=-pVyq

¢) pA-qg=-(pVq)

d) ~=(pAq)==(-pV —q)

e)pA(gVr)=(AgV(pAT)

f)pVvgnr)={@AgV(pAT)

g9) pVigAr)={@VaA(pVr)
Exercicio 4.3. O FExemplo 4.6 redefiniu os conectivos V e — usando N\ e —. Redefina:
a) N\ e = usando V e —.

b) N eV usando — e —.

Exercicio 4.4. O conectivo de bi-implicacao A <> B pode ser definido pela equivaléncia
logica A <> B = (A — B) AN (B — A). Para quais valoragoes de A e B o conectivo €

verdadeiro?



